Priprema za ispit znanja — trigonometrija pravokutnog trokuta

1. Zbroj duljina kateta pravokutnog trokuta jednak je 12 cm, jedan kut trokuta iznosi 58°. Kolika je
duljina hipotenuze ovog trokuta?

a+b=12 R

C
o =58° A
c="7

b

S obzirom da se u zadanim podacima pojavljuju katete a i b te kut a, uo¢imo te elemente na skici
pravokutnog trokuta i odaberimo trigonometrijsku funkciju koja ih povezuje (naravno, radi se o
tangensu jer su obe stranice katete — nema hipotenuze):

a

tana = —
b

Ako pomnoZimo cijelu jednadzbu s b dobijemo:
a=b>b- -tana

Problem je Sto se pojavljuju dvije nepoznanice, pa gornju jednadzbu moramo kombinirati s ve¢

a=>b -tana
a+b=12

Umjesto nepoznanice a u drugoj jednadzbi uvrstit cemo b - tan a:

dobivenom a+ b =12:

b-tana+ b =12
Nakon izlu¢ivanja nepoznanice b imamo:
b-(tana+1) =12
Podijelimo sve sa (tana + 1) pa dobijemo:

12
b=——
tana +1

Sada kad imamo stranicu b moZzemo funkcijom kosinus povezati tu stranicu, kut a i hipotenuzu c:

b
cosa =—
c

Te nakon mnozZenja s ci dijeljenja s cos a imamo:

b
cosa

2. lIzratunaj stranice pravokutnog trokuta ako mu je povréina jednaka 22 cm?, a veli¢ina jednog
kuta iznosi 56° 40°.?

P=22cm’

o=56°40° c

a,b,c=? a

P =a:b/2 a




Na skici pravokutnog trokuta uocimo stranice a i b, te ih funkcijom tangens povezemo s zadanim
kutom a :

Q

tana = —

o

Odnosno, nakon mnoZenja:
a=b>b- -tana

Problem je Sto se pojavljuju dvije nepoznanice, pa gornju jednadzbu moramo kombinirati s vec

dobivenom povrsinom:

a-b
P=—=22

2
a=>b -tana

a-b 22
5=
U drugu jednadzbu, umjesto a uvrstimo b - tan a te pomnozimo s 2:
b-tana-b = 44

Nakon sredivanja i dijeljenja s tan a imamo:

o M
- tana

Sada je jednostavno dobiti i ostale stranice — najprije b uvrstimoua = b - tan a i izracunamo a, dok
¢ mozemo dobiti Pitagorinim pouckom.

3. Kolika je duljina hipotenuze pravokutnog trokuta, ako je duljina visine na hipotenuzu 11 cm. A
B=48°50"?

ve=11cm

B=48°50

c="

Visina na hipotenuzu je podijelila pravokutni trokut na dva manja pravokutna trokuta. Primijetimo da
u iscrtanom pravokutnom trokutu imamo poznata dva elementa — katetu v i kut B, pa bi mogli
izraCunati hipotenuzu a koristeéi funkciju sinus:

= B v
sinf = —
a

odnosno, nakon mnozZenja sa a i dijeljenja sa sin B:

v

sinf

No, sada u pravokutnom trokutu imamo poznatu katetu a c
i kut B pa moZemo izracunati i ostale dvije stranice: a




a
cosﬁ=;

odnosno

a

Cc =
cosf

Trecu stranicu a moZemo izra¢unati pomocu Pitagorinog poucka.

4. Ako je duljina ortogonalne projekcije katete a na hipotenuzu pravokutnog trokuta jednaka 10
cm, a duljina katete b je 7 cm, koliki su kutovi ovog trokuta? (IV.1)

5. Razlika kuta uz osnovicu i kuta pri vrhu jednakokraénog trokuta iznosi 12°, krak je dulji od
osnovice za 3 cm. Kolika je povrsina ovog trokuta? ? (IV.16)

b-a=3cm Iz formule za povrsinu jasno se vidi da je
p=? potrebno izra¢unati osnovicu a i visinu v. Stoga :
a-v i ¢emo jednakokra¢nom trokutu povuéi visinu na b
p=—— i osnovicu i uoCiti jedan od dva pravokutna trokuta
2 ! na koje visina podijeli jednakokragan trokut
§

No, najprije je potrebno iskoristiti ¢injenicu da je B — a = 12°, te izradunati kutove a i B. To éemo
postiéi koristenjem €injenice da je zbroj kutova u trokutu 180° .

Napisimo te dvije ¢injenice zajedno:

B—oa=12°
a+2p=180°

Zbrajanjem ovih jednadzbi (a se pokrati) dobijemo:
3B=192°

odnosno B =64°

Sada je potrebno odabrati tri elementa u izdvojenom pravokutnom
trokutu te ih povezati trigonometrijskom funkcijom. Pri odabiru
elemenata potrebno je obratiti paznju $to nam je zadano u
zadatku.

Stoga uocimo katetu a/2 i hipotenuzu b te kut B i povezimo ih
funkcijom kosinus:



Nakon mnozZenja sa 2b imamo:
2-b-cosf=a

Jednadzba koju smo dobili nije, sama za sebe, rjesiva jer u sebi ima 2 nepoznanice. Medutim, mi smo
»pPametno” birali elemente trokuta koje smo povezali funkcijom kosinus jer iste te dvije nepoznanice
imamo povezane u jednadzbi koju smo dobili pri zadavanju zadatka.

Napisimo obje jednadzbe jednu ispod druge kako bi bolje vidjeli nacin na koji éemo od njih dvije
dobiti jednu jednadzbu, ali samo s jednom nepoznanicom:

2-b-cosf=a

b-a=3cm

Prva jednadzba nam ,kaze” da umjesto a u drugu jednadzbu uvrstimo izraz2 - b - cos 8 :
b—2-b-cosp=3
Izlu¢imo b i podijelimo sa zagradom:

3

b=——7—
1—-2-cospf

Dalje je jednostavno —izracunati podatak za b uvrstimo u b — a = 3 te izraCunamo stranicu a, a zatim
Pitagorom izra¢unamo i visinu v

te sve to uvrstimo u formulu za povrsinu.

6. U jednakokraénom trokutu kut uz osnovicu za 20° je veéi od kuta nasuprot osnovici. Razlika
duljina kraka i osnovice je 1 cm. Kolike su duljine stranica trokuta?

B=oa+20° IzraCunajmo najprije kutove tako da zadanu
b-a=1cm : vezu izmedu kutova a i B koju smo dobili u
a,b=" zadatku (B = a + 20°) uvrstimo u izraz za zbroj

kutova u trokutu, tj. u jednadibu a + 2B =

: 180°: : b

a+2-(a+20) =180

te izracunamo najprije kut a a zatim i B.

Postupak nastavljamo uocavajuci pravokutni trokut kojeg dobijemo
povlacenjem visine na osnovicu te povezujuéi trigonometrijom
stranice ai b (jer je zadana veza izmedu tih stranica: b—a=1).

a Te nakon mnoZenja s 2b:

2-b

cosf =

RSN R

2:-b-cosf=a

g — HEN




Sada preostaje kombinacijom dvaju izraza s dvije nepoznanice dobiti jednu jednadzbu s jednom
nepoznanicom:
2:-b-cosf=a

b—a=1
U drugu jednadZbu umjesto a uvrstimo 2 - b - cos B i izlu¢imo b:
b—2-b-cosff=1

b(1—-2:-cosp)=1
te podijelimo sa zagradom:

1

b=——7——
1—-2-cospf

| joS preostaje izra¢unati a uvrstavanjem vrijednosti b u jednadzbu b —a =1.

7. Opseg jednakokraénog trokuta iznosi 30 cm. Kut naspram osnovice trokuta jednak je 104°.
Izra¢unaj povrsinu trokuta. ?

0=30cm
o = 104° S obzirom da je opseg jednakokracnog trokuta
p=? a + 2b jasno je da treba trigonometrijom
povezati a, b i kut a u pravokutnom trokutu
P = av kojeg dobijemo povlacenjem visine na osnovicu
2
a
. a 2 a
sin-=>-=—
2 b 2-b

Sredivanjem te jednadZbe mnoZenjem sa 2b i kombiniranjem sa jednadzbom za opseg
(o =a+ 2b =30) dobijemo:

=2.p.s5in%
a=2:b sin
a+2-b=20

Iz prve jednadzbe uvrstimo izraz 2 - b - sin% u drugu jednadzbu i izlu¢imo b:

a
2-b-sin5+2-b=20

b-(Z-sin%+2)=20

Jos nam preostaje sve podijeliti sa zagradom:

20

b=——+—
.
2~sm7+2

.. v . v . . v P 4
Sada nam preostaje izraCunati a uvrStavanjem upravo izracunatog podatkazabua=2-b - sin
a zatim primjenom Pitagorinog poucka pronadi i visinu v te izracunati povrsinu trokuta.




8. Krak jednakokracnog trokuta trostruko je dulji od njegove osnovice. Koliki su kutovi tog trokuta?

Podaci koji su zadani kazu nam $§to moramo povezati .
koriste¢i trigonometriju: to su stranice a i b te jedan kut. i

Skicirajmo jednakokracan trokut te jedan od dva v
pravokutna trokuta koja dobijemo povlacedi visinu na :
oshovicu i primijenimo trigonometriju:

a 1
S =234 6

Kad dobijemo kut a, do kuta B dolazimo koristedi ¢injenicu da je zbroj kutova u trokutu 180°. Posto

jednakokracan trokut ima kutove a, B i B vrijedi:

o+ 2p =180°

9. Razlika duljina kraka i osnovice jednakokra¢nog trokuta iznosi 3 cm, kut nasuprot osnovici ima
44°20°. Kolika je povrsina tog trokuta?

10. Duljina dijagonale pravokutnika je 16 cm, a kut izmedu dijagonala iznosi 118°. Kolika je povrsina

pravokutnika?

B il s i
O = 118° Izvucimo jednakokragan trokut s
p=? i osnovicom a i kutom ¢ nasuprot
P=ab osnovici (iscrtani dio) a onda ga visinom
podijelimo na dva pravokutna te
 primilenimo trigonometriiu:
odnosno:
a
sing=%=g a=d-sin%
2

Stranicu b dobijemo primjenom Pitagorinog poucka:

2

5 -6 -6



11. Povrsina pravokutnika jednaka je 33cm?, a kut $to ga zatvara dijagonala s jednom stranicom
iznosi 33°. Kolike su duljine stranica pravokutnika?

g z ;;gmz S obzirom da je P = a:b, jasno je da .
a,b—:? trigonometrijom treba povezatia, b i
zadani kut. S obziromdasuaib b
katete biramo funkciju tanges:
b 6
tand = — a
a

Buduci da ne znamo dvije vrijednosti (ni a ni b) morat ¢emo kombinirati dvije jednadzbe te ih spojiti u
jednu jednadzbu s jednom nepoznanicom :

b
tand = —
a

a-b=33

U ovakvim situacijama je potrebno u jednoj jednadzbi postic¢i da se jedna nepoznanica ,,nade sama“
na jednoj strani jednadzbe, a nakon toga taj izraz uvrstavamo u drugu jednadzbu. U naSem primjeru
dobro je prvu jednadzbu pomnoziti s nazivnikom a. Tako ¢emo se i rijeSiti nazivnika i dobiti
nepoznanicu b samu na desnoj strani:

a-tand=»>»
a-b=33
Uvrstimo sada izraz za b iz prve jednadzbe u drugu:
a-tané-a =33
a’-tané = 33
Dijeljenjem s tan é dobijemo:

2 _ 33
tanéd

Sada nam preostaje uvrstiti dobiveni podatak za stranicu a u izraza - tané = b te izraunati i
stranicu b.

12. Duljine dijagonala romba jednake su 11 cm i 16 cm. Koliki su kutovi romba?

? =1161 cm Zadane su dijagonale romba pa treba uoditi
a_B—_im pravokutni trokut kojem je pravi kut u sjecistu

dijagonala. Dijagonale se, osim toga,
raspolavljaju a raspolavljaju i kutove a i B na
oshovici:




Istaknimo 3 elementa u tom trokutu (dva koja znamo i treéi koji Zelimo izracunati) te primijenimo
trigonometriju pravokutnog trokuta:

tan—- =

N
N[~ [N ®

Kada iz gornjeg izraza izracunamo kut a, do kuta B dolazimo jednostavno zahvaljujuci ¢injenici da je
zbroj kutova romba jednak 180°, pa je B = 180° - a..

13. Visina romba duga je 4 cm, njegov $iljasti kut iznosi 48°. Kolika je duljina vece dijagonale romba?

v=4cm Osim pravokutnog trokuta kojeg Cine
o =48°

P dijagonale pravokutnika u rombu pravi kut
e f==

mozemo dobiti i povla¢enjem visine.

Taj pravokutni trokut nam je potreban kako bi iz njega izracunali
stranicu a. Ona nam je potrebna kako bi u pravokutnom trokutu
iz kojeg Zelimo izracunati dijagonale imali dva poznata elementa.

Dakle, najprije funkcijom sinus povezimo a, vi a:
. v
sina = —

a

te izrazimo a:

1%

sina

Sada iz drugog trokuta funkcijom sinus povezimo e/2, a/2 i a:

Kada pomnoZimo cijelu jednadZbu sa 2a dobijemo dijagonalu e:

2 in
e=2-a-sin;
2

Dijagonalu f izraunajte ili Pitagorinim pouckom ili primjenom funkcije kosinus te odaberite vecu
dijagonalu (sjetite se, traZi se veca dijagonala).

14. Opsegromba je 32 cm, zbroj duljina njegovih dijagonala 34 cm. Koliki je tupi kut romba?

o0=32cm Lagano se, iz opsega izraCuna stranicaa, a=8 cm.
e+f=34cm | Uztajpodatak vidimo daimamo jednadzbu koja
a,p="? povezuje e i f - dakle dvije nepoznanice. Stoga

trebamo jos jednu jednadzbu sa e i f, a da pri tome
i ne uvedemo novu nepoznanicu. To je moguce
i primjenjujuci Pitagorin poucak na iscrtani trokut:




@) -
e+ f =34

U prvoj jednadzbi izvrSimo kvadriranja, pomnoZzimo s nazivnikom, a iz druge jednadzbe izrazimo e
pomocu f:

e’ +f*=4.-a*
e=34—-f
Uvrstimo izraz za e iz druge jednadZbe u prvu jednadzbu:
B4-f+f=4-a®
1156 — 68 - f + f% + f? = 256
2-f2-68-f+900=0
f?-34-f+450=0
Dobiju se dva rjesenja:
f,=25 e =9
f,=9 e, =25

Dovoljno je uzeti jedan par te primjenom trigonometrije
(npr. funkcije tangens ) povezati e, f i kut a:

tan—- =

N[N ®
~ | ®

Kut B se dobije iz : B=180°-«a

15. Duljine osnovica jednakokraénog trapeza jednake su 10 cm i 2 cm, duljina je kraka 6 cm. Koliki su
kutovi trapeza?

a= 120 cm Trapez podijelimo na trokut B
lc::)—:dc:rré om paralelogram, a zatim u trokutu b
o B=? : spustimo visinu kako bi ga podijelili :

! na dva pravokutna trokuta. :

: c o

X=a-c

Povezimo b, x/2 i a funkcijom kosinus i izra¢unajmo kut a:

X

cosa = 2.b

SAINTR

Zatim izraunajmo kut B: B =180° - a.



16. Siljasti kut jednakokra¢nog trapeza je 63°, duljine osnovica jednake su 3 cm i 12 cm. Kolika je
povrsina trapeza?

o= 630 .........................................................................................
a=12 cm : Iz formule za povrsinu: : B
c=3cm 0t c b
p=7 P= ‘v
: 2
C a

i vidimo da nedostaje visina v

...........................................................................................

Nadi éemo je iz pravokutnog trokuta tako da primijenimo
funkciju tangens:

2-v

X

tana =

NIR| <

x/2

Pomnozimo gornju jednadzbu sa x, a zatim sve podijelimo s 2:

x-tana

2V

Sada uvrstimo izra¢unatu visinu u formulu za povrsinu.

17. Dijagonala jednakokracnog trapeza okomita je na krak, a s osnovicom zatvara kut od 42° 30",
Ako je duljina dijagonale 12 cm, kolika je povrsina trapeza?

6 - 420 30, I ..... T t ............. t ..... k t ................... kt ..... @ .......
d=12 cm . Iz iscrtanog trokuta (pravokutan je © )
p=2? : izracunat ¢emo stranicu a i kut a, a i
: zatim na ,klasi¢an nacin do¢i do visine v i

_a+tc : i kraée osnovice c: :
~ T2 L

Primijetimo da su a i 6 kutovi pravokutnog trokuta, pa je njihov zbroj 90°. Stoga je:

a=90°-B

Sada primijenimo funkciju kosinus na kut 6:
d
Ccosd = —
a

MnoZenjem jednadzbe sa a, a zatim dijeljenjem s cosé dobijemo stranicu a:

d
= Coso




Nacrtajmo sada trapez bez dijagonale, ali povucimo visinu v i uo¢imo jedan od dva pravokutna
trokuta koji pri tome nastanu:

S obzirom da u tom trokutu ne znamo ni jednu stranicu, vratimo se
Trokutu iz kojeg smo izracunali stranicu a te izraCunajmo iz

njega i krak b (npr. Pitagorinim pouckom).

Sada je moguce, funkcijom sinus, povezati b, vi a: a

) v
sina = —
b

odnosno, nakon mnoZenja s b:
v=b>b-sina

Preostaje nam jos izracunati osnovicu c, kako bi imali sve podatke koji su nam potrebni za racunanje
povrsine. To ¢éemo napraviti tako da nademo x iz trokuta:

Iz x=a—cslijedic=a-x.

18. Kolika je povrsina deveterokuta kojem je polumjer upisane kruzZnice jednak 3 cm?

n=9
P=3cm Najprije ¢emo izracunati sredisnji kut a = 360°: 9
pP="? o = 40°
Nakon toga uo¢imo karakteristi¢ni trokut
a-p  pravilnog deveterokuta te povucimo visinu p
P=n-—— . . e v e
2 (polumjer upisane kruznice ) i uo¢imo jedan od
dva pravokutna trokuta koji pri tome nastanu, te
pomocu njega izraCunajmo stranicu a koja nam je
potrebna za racunanje povrsine:
a
a 7 a
tan— = 2_ -
2 p 2-p
Nakon mnoZenja jednadzbe s 2p:

a
a=2-p-tan§ a/2

19. Kolika je povrsina pravilnog petnaesterokuta opisanoga kruznici polumjera 6 cm?

Zadatak rjeSavamo na isti nacin kao i 18. Zadatak
(ot =360°: 15 = 24° ostalo je identi¢no)

..a/z




: NAPOMENA: Budite oprezni kada se radi o kruznicama i mnogokutu. Bitno je je i '
1 kruZnica opisana ili upisana mnogokutu, a ne (kao u tekstu ovog — 19. Zadatka — je i :
: mnogokut opisan ili upisan kruznici !!! -

r= 10 01 e e e e e e e
a=77° Bitno je znati teorem o0 obodnom i sredisnjem kutu:
=7?

I

: Sredisnji kut nad tetivom AB je dvostruko veci od
i1 obodnog kuta nad istom tetivom (bitno je samo da
: se oba nalaze s iste strane tetive)

1
1

Uocimo jednakokracni trokut ABS, te povucimo visinu iz vrha S kako bi
dobili dva pravokutna trokuta i na jednom od njih primijenili
trigonometriju pravokutnog trokuta kako bi izraunali veli¢inu t:

'.'t/z

Pravi izbor je funkcija sinus (povezujemo hipotenuzu r i katetu t/2 nasuprot kuta a):

13
2
T

sina =

t
“2-r
MnoZenjem sa 2r dobijemo izraz za t:

t=2:-r-sina

21. Koliki je obodni kut nad tetivom duljine 7 cm u kruZnici polumjera 10 cm?

t=7cm Zadatak se rjesava identi¢no kao i prosli — 20. Zadatak.
r=10cm
a="7?

22. Koliki je obodni kut nad tetivom kruznice kojoj je duljina jednaka 3/5 duljine polumjera?

ti?’?@ Zadatak se rjesava identi¢no kao i — 20. Zadatak, pri ¢emu se u izraz
a=7
! t
. 2
sina ===——
r 2-r

umjesto t uvrsti 3/5r, te se skrati r pa imamo:



23. Tetiva kruznice od njena je srediSta udaljena 5 cm. Ako je polumjer kruznice 8 cm, koliki je Siljasti
obodni kut nad tetivom?

d=5cm
r=8cm
a="

Ovdje treba iskoristiti funkciju kosinus:

cosa = —
r

Odnosno, nakon mnoZenjas r:

d=r-cosa

24. Nad tetivom AB duljine 6 cm nalazi se obodni kut 53°. U tockama A i B konstruiraju se tangente
na kruznicu i one se sijeku u tocki P. Koliko je tocka P udaljena od srediSta kruznice?

t=6cm
o =53°
d="?

1 t/2
Ovdje je potrebno uoditi dva trokuta. Prvi je trokut ABS ; /

u kojem je kut privrhu S jednak 2a S
(po teoremu o obodnom i sredisnjem kutu)

U tom trokutu ¢emo spustiti visinu iz vrha S na tetivu AB t/2

Uocit ¢emo pravokutan trokut (iscrtano) te primijeniti funkciju
Sinus kako bi dobili polumijer r:

t

2r

sina =

= |N|t~r

MnoZenjem sa 2r i dijeljenjem sa 2sina imamo polumjer r:

t
2-sina




Sada treba koristiti drugi trokut - to je trokut ASP, jer se u njemu nalazi traZzeni podatak d (udaljenost
SP). Taj je trokut pravokutan s pravim kutom pri vrhu A (jer je polumjer okomit na tangentu u tocki
dodira):

U njemu je funkcijom sinus mogudée dobiti trazenu veli¢inu d:
r A

siné = p

Odnosno

Medutim, potrebno je izracunati kut 8. Za to je potrebno uoditi cetverokut ASBP te uociti da
su njegova 4 kuta: 20, 90°,90° i 26. Posto je zbroj kutova u éetverokutu 360° vrijedi:

20 +90° +90° + 26 = 360 A

I
I

I
! I
! I
! I
' I
! I
: I

I
I 909 !
1 106° + 180° + 26 = 360° |
I

I
! I
! I
! I
! I
: I
| I
| I
| I

26 =74° 6=37°

25. Dvije se kruZnice diraju izvana. Pod kojim se kutom sijeku njihove zajednicke vanjske tangente

ako je polumjer veée kruznice 10 cm, a polumjer manje 7 cm? (1V.10)

R=10cm
r=7cm
a="

Najprije treba uociti dva pravokutna trokuta: AS;P i AS,P:
A




Ni u jednom od ta dva pravokutna trokuta nemamo poznata dva elementa. Stoga povucimo tockom B
paralelu sa pravcem S;S,:

e

of2 P

AN

-

Y
R+r
Dobili smo treéi pravokutni trokut ¢ija je hipotenuza R + r, a kateta nasuprot kuta a/2 iznosiR—r
(razmisli zasto ?!) pa mozemo funkcijom sinus doéi najprije do kuta /2, a onda je lako izracunatii a:
a R+r

SlnE=R_r

Svim ucenicima Zelim ugodno rjesavanje i puno uspjeha na pismenom ispitu

Ukoliko ima nejasnoca, pitanja, eventualnih gresaka moZete javiti na E-mail

mbuzancic@msn.com




