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POLINOMI

Neka su aqy, a4, ay, ..., a, realni brojevi, te n prirodni broj. Tada se
Px)=a, - x"+a, .- x" 1+ ... +a,-x*+a,;-x+a,
naziva polinom n-tog stupnja.

P(x) = -2x> —x +4 — polinom drugog stupnja
P(x) = -3/4x° =3x° +4x -3 — polinom petog stupnja

Brojeve ay, a4, s, ..., a, nazivamo koeficijentima polinoma P(x).
Za polinom kazemo da je nul-polinom ako su svi njegovi koeficijenti jednaki 0.

DUELIENJE POLINOMA
Polinom P(x) se moze podijeliti polinomom Q(x) samo ako mu je stupanj vedi ili jednak
stupnju polinoma Q(x). Prilikom dijeljenja nastaju jo$ dva polinoma — rezultat dijeljenja R(x) i
ostatak dijeljenja O(x) pri ¢emu stupanj ostatka mora uvijek biti manji od stupnja polinoma s
kojim smo dijelili. Pri tome uvijek vrijedi:

P(x) = Q(x) - R(x) + O(x)

Ako je ostatak dijeljenja nul-polinom kaZzemo da je polinom P(x) djeljiv s polinomom Q(x).
Tada je
P(x) = Q(x)-R(x)

1. Polinom P(x) = x3 + x2 + x podijelite polinomom Q(x) = x.
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Dakle, rezultat dijeljenja je x% + x + 1. (odgovor: 1)

Komentar:

Do rezultata smo mogli dodi i brze — rastavljanjem polinoma na faktore:

iz ¢ega se vidi da je rezultat dijeljenja x? + x + 1.
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2. Polinom P(x) = x3 — 1 podijelite polinomom Q(x) = x — 1.
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Dakle, rezultat dijeljenja je x% + x + 1. (odgovor: 1)

Komentar:

é | ovdje smo do rezultata mogli doci i brze — rastavljanjem polinoma na faktore: '
s 1
! 1
5 x3 —1 = (razlika kubova) = (x — 1) - (x> + x + 1) i
! I
: iz ¢ega se vidi da je rezultat dijeljenja x? + x + 1. :

3. Polinom P(x) = x3 — x?> — x + 1 podijelite polinomom Q(x) = x + 1.

(3 —x?—x+1):(x+1)=x>-2x+1
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Rezultat dijeljenja je x% — 2x + 1. (odgovor: 1)

4. Ako je polinom P(x) = x3 — x? + bx — 1 djeljiv polinomom Q(x) = x? + 1, tada b
pripada skupu:

S obzirom da je polinom P(x) djeljiv s polinomom Q(x) znaci da je ostatak dijeljenja nul-
polinom (polinom ¢iji su svi koeficijenti jednaki nula). Dakle, treba dijeliti ova dva polinoma
te ,nastimati” b tako da ostatak dijeljenja bude nul-polinom:  ________________
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Vidimo da je ostatak polinom 1. stupnja (b — 1)x Ciji je koeficijent b — 1. Da bi taj polinom
bio nul-polinom njegov koeficijent mora biti nula. Stoga, iz jednadzbe
b-1=0

dobijemo rjesenje b=1. (odgovor: 2)

5. Ako je polinom P(x) = x* + ax® — 2x? + 3x + b djeljiv polinomom
Q(x) = x3 — 2x + 1, tada je a - b jednako:

Zadatak rjeSavamo na isti nacin kao i prethodni:

1 1
I T |
(x*+ax3—2x>+3x+b):(x*—-2x+1) =x+a 2.0 :
' 31 '
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Ostatak dijeljenja je polinom 1. stupnja (2 + 2a)x + b — a ¢iji su koeficijenti 2 + 2aib — a
Zelimo li da ostatak ovog dijeljenja bude nul-polinom trebaju oba koeficijenta biti nula. To
¢emo postici rjeSavanjem sustava jednadzbi:

{Zb-l—_Zaa::OO

Iz prve jednadzbe dobijemo a = -1, te uvrStavanjem u drugu jednadzbu b =-1. No, to znaci da
je tocan odgovor u ovom zadatku odgovor pod rednim brojem 2 jerjea—b = 0.

IZRACUNAVANJE OSTATKA

6. Ostatak dijeljenja polinoma P(x) = 2005x2%%> — 2000x2°°° 4+ 100x1°° — 50x°>°
polinomomR(x) = x — 1je

Ovdje je vazno iskoristiti ¢injenicu da je ostatak dijeljenja polinom

I 1

i L2002 i Ciji stupanj (najveci eksponent od x unutar polinoma) mora biti

! 2. 505 ' manji od stupnja polinoma s kojim dijelimo. Pogledamo li polinom
! Z 35 : R(x) s kojim dijelimo vidimo da mu je stupanj jednak 1.

| . 1

1 |

To znaci da ostatak dijeljenja mora biti polinom nultog stupnja
il ' (konstanta).
Neka je Q(x) rezultat dijeljenja, a C ostatak dijeljenja (konstanta). Tada vrijedi:

P(x) =R(x)-Q(x)+C
odnosno:
2005x2995 — 20002990 + 100x%°0 —50x°° = (x — 1) - Q(x) + C

LoSe je Sto ne znamo polinom Q(x) niti ga moZemo izra¢unati (u razumnom vremenu) jer je
prevelik stupanj polinoma P(x).
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No, dobro je to Sto ova ,polinomska“ jednadzba vrijedi za bilo koji konkretni realni broj x pa
vrijedi i za x koji je nul-tocka polinoma R(x) = x-1 t.j. i za x =1 pa uvrstimo umjesto x broj 1:

2005 - 12005 — 2000 - 12900 + 100 - 1190 —50-150 = (1 — 1) - Q(1) + C

odnosno
2005 —20004+100—-50=0-Q(x)+C
2005 —-2000+100—-50=0-Q(x)+C
55=C
( odgovor: 3)

7. Ako je polinom P(x) = x* + ax? + bx + c djeljiv polinomom Q(x) = (x — 1)3, tada
je a+b+c jednako

Neka je R(x) rezultat dijeljenja. Tada vrijedi:

| P(x) = Q(x)-R(x)

x*+ax?+bx+c=(x—-1)°3-R(x)

Ova jednakost vrijedi za bilo koji realni broj x, pa je pametno izabrati onaj x koji ¢e na desnoj
strani ,neutralizirati“ nepoznati polinom R(x). S obzirom da se polinom R(x) mnozi bilo bi
dobro ,ustimati“ da to mnozZenje bude s nulom pa ¢e R(x) ,nestati” i nece biti vazno Sto ga
ne znamo.
Dakle, odaberimo x za koji je (x — 1)3 = 0. Lako je vidljivo da je to x = 1. Uvrstimo ga u
gornju jednadzbu:

1*+a-124+b-1+c=01-13-R(D)

l1+a+b+c=0-R(1)
l1+4a+b+c=0

at+b+c=-1
(odgovor: 1)

| 8. Ako je polinom P(x) = x5 — 2x3 + ax? + b djeljiv polinomom Q(x) = —1 + x3 , tada
‘ je a+b jednako

—————————————— Zadatak rjeSavamo na isti nacin kao i prosli— Po teoremu o
djeljivosti polinoma vrijedi:

P(x) = Q(x) - R(x) + O(x)

P(x) — polinom koji dijelimo Q(x) — polinom s kojim dijelimo
R(x) — rezultat dijeljenja O(x) — ostatak dijeljenja
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U nasem slucaju:
x5 —2x3+ax?+b=(-1+x3)-R(x)

(ostatak je NULA, jer je polinom P(x) djeljiv s polinomom Q(x) ).

Naravno, opet treba pametno izabrati konkretni broj x koji éemo uvrstiti u gornju jednadzbu
( pametan izbor je uvijek nul-tocka polinoma s kojim se dijeli!!! )
A to ¢e ovaj put biti rjeSenje jednadzbe —1+4+x3=0 odnosnox=1:

1°—2-134a-12+b=(—1+13)-RQ)
1-2+a+b=0-R(1)
1-2+a+b=0
a+b=1
(odgovor: 3)

NULTOCKE NEKIH POLINOMA

9. x=1 je nul-tocka polinoma P(x) = x3 — 1 kratnosti

________________

Zadatak ¢emo rijesiti tzv. Hornerovim algoritmom. Napravimo . 1. nije nul-to¢ka |
jednostavnu tabelu te u njen prvi redak upisemo koeficijente i 2. 1 i
polinoma (sve, ukljucujudi i nule): : 3.2 !
: 4. 3 :

P(x)=1-x340-x2+0-x—1 R e !

|1 0 0 -1

U prvi stupac upisimo broj za kojeg provjeravamo je li nul-tocka (u nasem slucaju x = 1):

|1 0 0 1
1|

Vodedi koeficijent prepisimo ispod (u isti redak u koji smo upisali potencijalnu nul-toc¢ku):

1 0 0 -1
1 ‘1

Sada najprije pomnozimo (plava strelica) potencijalnu nul-tocku s koeficijentom u njenom
retku te dodajmo (crvena strelica) prvi slijedeci koeficijent iz prvog (gornjeg) retka. Dobiveni
rezultat upiSimo u prvo slobodno mjesto u drugom (donjem) retku (tamnocrveni broj):

1 0 0 -1
1—»1 1

http://www.inet.hr/~mbuzancic/ 5



©2009 Mile Buzanci¢ Pripreme za ekonomski fakultet mbuzancic@msn.com

Taj postupak ponavljamo do kraja:

1 0 0 -1
11 1 »1 0

Ako je zadnji dobiveni broj jednak nuli onda je broj koji smo provjeravali nul-tocka tog
polinoma, a ako na kraju nismo dobili nulu onda testirani broj nije nul-tocka polinoma.

U slucaju da je dobiveni broj nul-tocka postupak treba ponoviti sve dok na kraju ne dobijemo
broj razlicit od nule. Broj redaka koji su zavrsili s nulom je kratnost testirane nul-tocke.

U tablici ispod je proveden kompletan postupak za testiranje je li broj x = 1 nul-tocka (i koje
kratnosti) polinoma P(x) = x> —1 . Kao $to se moze vidjeti broj 1 je nul-to¢ka tog polinoma i
to kratnosti 1 (pa treba zaokruZiti ponudeni odgovor pod 2.)

1 0 0 -1
11 1 1 0 (nul-toc¢ka kratnosti 1)
11 2 3#£0 (nije kratnosti 2)

(odgovor: 2)

10. x=1 je nul-tocka polinoma P(x) = x3 — x? —x + 1 kratnosti

________________

Provedemo li gore opisani postupak vidimo da je broj x = 1 nul- i 1. nije nul-tocka i
tocka polinoma P(x)=x>—x? —x+1 kratnosti 2 te treba r2. 1 :
zaokruZiti odgovor pod 3. : 3.2 :
14, 3 '
| 1
1 1 1 ST ‘
11 0 -1 0 (nul-tocka kratnosti 1)
1)1 1 0 (nul-tocka kratnosti 2)
1)1 2#£0 (nije kratnosti 3)

(odgovor: 3)

Dakle, gornjim postupkom smo saznali da je polinom P(x): x’ = x* —x+1 djeljiv sa
polinomom (x — 1)?
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