Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike

6. BESKONACNI REDOVI

Akosus,,s,,Ss;,...,s, sume prvih n clanova beskonacnog niza tada je beskonacni red prikazan

iZrazom: ) S, =8+, Syt S, Fo S = S, =U AUy Sy =+ Uy U

n=1
Beskonacni red je konvergentan ako se moze naci broj S, za koji vrijedi:

limS, =S S jeutom slucaju suma beskonacnog reda.

n—>+w0

Beskonacni red je divergentan ako nema broja S, za kojeg vrijedi gornja tvrdnja

U tom slucaju vrijedi: lim S, =+ odnosno Ilim S =-

n—>+00 n—>+0

Nuzan uvjet konvergencije beskonacnog reda: Zun konvergira kada vrijedi : limu, =0

n—>+w

=0

ntr

Dovoljan i nuzan uvjet za konvergenciju beskonacnog reda: lim|un+1 +u,,tu , +..+u
r—

Mnozenje svakog clana beskonacnog reda sa brojem razlicitim od nule, ne mijenjaju se njegova
svojstva konvergencije ili divergencije. Dodavanjem ili oduzimanjem konacnog broja clanova
beskonacnog reda, ne mijenjaju se njegova svojstva konvergencije ili divergencije.

Ispitivanje konvergencije beskonacnog reda vrsi se na vise nacina:

Usporedjivanjem: Ako poznati red Z\/n konvergirazav, >0 za sve n > N, tada ako je
0<u, <v ,zasve n> N, Znn isto tako konvergira. (Clanovi su pozitivni)
Ako poznati red Zvn divergirazav, >0 zasven > N, tada ako je u, >v,,za sve

n>N, Znn isto tako divergira. (Clanovi su pozitivni)

Test kvocijenta: Akojeu, 20 1 v, 201 lim2 =4 A#0ilid= ootadalzu 12\/

n—+o0 V

konvergiraju ili divergiraju. Za lim 2 = 4=0i ako ZV konvergira, tada Zu

n—+o0 V

konvergira. Za lim 22 = 4 = o0 i ako Zv divergira, tada Zu divergira.

n—>+w0 V

Praktican primjer je kada se uzme v, = —- panas limes ima oblik: lim = lim n’u, = 4

n n—>+w0 Vn n—>+0
Zun konvergira ako je p > 11 A je tada beskonacno.
Zun divergira ako je p <11 A konacno, A # 0.

Integral test: Ako je f (x) pozitivna, neprekinuta i monotono padajuca zax > N,

f(n)=u, n=N, N+1, N+2tada ) u, konvergira ili divergira ovisno da li

f dx = lim I f dx konvergira ili divergira.

M —w

Z—38
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Izmjenicni redovi: takav red konvergira ako vrijedi:

|u +1|<|u | zan>11 limu, =0 odnosno 11m|u |—

n—>0 n—>0

n+1

u,

Test omjera: Red konvergira apsolutno ako je lim|——

n—>0

= L <1 odnosno divergira za L>1

Za L =1, test nije valjan

Test n - tog korjena: Red konvergira apsolutno ako je hm\/_ L <1 odnosno divergira za L>1

n—»0

Za L =1, test nije valjan

urH—l

u

n

n—0

Raabe - ov test: Red konvergira apsolutno ako je limn(l - ] = L >1 odnosno

za L<1 uvjetno divergira ili konvergira. Za L =1, test nije valjan

u,,
Gauss - ov test: Ako je [
u

n

L .
1_;+n_2 gdje je ¢, < P zasve n > N tada za:

L>1 red apsolutno konvergiraiza L <1 red uvjetno divergira ili konvergira.

Ovaj se test koristi kada Raabe-ov test ne daje rjesenje.

Kada su clanovi reda funkcije, govorimo o redovima funkecija i1 prikazan je izrazom:

Zu =, (x)+u, (x)+uy (x)...

Red funkcija konvergira jednoliko ka F(x), ili ima za granicu F'(x)za sve x iz zatvorenog
intervala [a,b] ako apsolutna vrijednost ostatka ‘un (x)-F (x)‘ reda moze postati manja od

unaprijed odredjenog broja €, za sve x iz intervala, ako sa brojem clanova n idemo dovoljno
daleko.

Ako je red funkcija u, (x),n=1,2,3,..neprekidan u [a,b] i ako suma Y u, (x) konvergira ka
S(x) u [a,b],tada je i funkcija S (x) neprekinuta u [a,b].

Weierstrass - ov kriterij: Red neprekinutih funkija od x u intervalu [a,b] uniformno konvergira
ako su clanovi tog reda manji od poznatog reda pozitivnih konstanti koji konvrgiraju:

. (x)‘ <M, n=1,23,. i) M konvergira

Za redove funkcija potencija vrijedi teorem: Red funkcija potencija je absolutno konvergentan

Za redovi funkcija potencija vrijede racunske radnje mnozenja i djeljenja uz uvjet da su

neprekinute i da konvergiraju:

n n n
ZCnx = Zanx -anx =c,=ab +ab, ,+ab ,+..+ab,

n=0 n=0 n=0
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—zay= Za x" 1 zamjenom x = Zb y" dobiju se koeficijenti

n=0 anxn n=0 n=0

b, u funkciji od a, .
Red funkcija potencija moze se razviti u Taylor-ov red i Maclaurin-ov red uz uvjet da su

neprekinute, derivabilne u promatranom zatvorenom intervalu:

Taylor-ov red:f(x) = f(x)+f' (a)(x—a)+%(x—a)2 +¥(}C—a)3 + ...

= (0)+=£"(0)+... a=0

Maclaurin-ov red : f(x)= f(0)+x- f (0)+ o

1. Dokazi da zadani red konvergira i nadji sumu reda: 3733 % +

Red L+L L . z napisimo izraz na drukciji nacin:
1.3 3.5 5.7 (2n-1)( 2n+1)

n:]

1 1 1 1
un= = — —
(2n—1)(2n+1) 2\2n-1 2n+l1
11 1 1 1 1
S, =u +u, tu; +..tu, =— - +— - +
2\2-1 2+1) 2\2-2-1 2-2+1

1 1 1 111 1 1 1 1 1
+— - ==t ===t ==+ =—
2(2-3—1 2-3+1j 2(1 3'3 55 2n—-1 2n+1) 2( 2n+lj

lim§, zliml 1- ! =
n—»o n—w ) 2n+1

| —

5 Red konvergira i suma iznosi S, =%
1-2 2-3 34 ,,=1n(n+1)
Sredimo izraz i napravimo n suma:

1 1 1 1 1 1

S, = = + + +..=—= =
n(n+1) 1-2 23 3.4 n n+l

+ L +.=1- ! = limS, =lim|1- ! =1-0=1
4 5 n+1 n—>0 n—0 n+1

Red konvergira i suma je 1.

2. Ispitaj konvergenciju reda

3. Ispitaj konvergencijureda 9—-12+16— % % —..
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Red je geometrijski sa koeficijentom g = L % = ; =>gq= g >1
a

Geometrijski red divergira.

4. Dokazi da red divergira iako je limu, =0, za u, =<n+1- Jn Postavimo sume:
n—x0

S =u +u, tu, +..+u, :(\/1+1—\/I)+(\/2+1—\/§)+...+(\/n+ —\/Z)
S =+n+1 —Jn Red divergira iako je

o B (eledn) 1
msn—m(ﬁ—ﬁ)—m(ﬁ—ﬁ)m—mm—o

= pl

5. [Ispitaj konvergenciju reda 210”
n=1

= pl ! ! !

Napisimo clanove redazz T =L+2—'2+3—'3+‘..+ T

= 10" 10 10" 10 10"

Za test konvergencije koristimo test omjera:

n, + 1)’
! n +1)! . . n+l
lim |21 =L=>u, = u,., =( - 1) = lim|[2=| = |jm |19
ool oy, 10" 10" nowoly | oo on!
10"
10" (n, +1)! n +1)!
lim 2 = lim ( 2 1) =limLu=hm (n+l)=oo
n—0 u, n—»o nn!lowr n—-w 1() nn! n—»1()

L =0>1 = Red divergira

. 1 1 1 1 :i(—l)”

Ispitaj konvergentnostreda : 1-—+———+——...
2 4 8 16 = 2"
1
e . . a, o2 1
Vidljivo je, da se radi o geometrijskom redusa g =— = - = 5
al

Prvi clan ima vrijednost 1. Red konvergira jer je |q| = % < 1. Suma reda je

g4 __ 1 1.2
3

:l—q_l_ 1 E
2) 2
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o0 2
7. Ispitaj konvergentnost reda: ZM
=1 N + Zn

: . . 4n* 4 . .
Za velike n, razlomak poprima oblik M _ 2 Prakticno za velike n, promatramo
n

n3
. . e 4n’> —n+3 4
samo naj vecu potenciju u brojniku i nazivniku. u, = ——— v, =—
n +2n n
Test kvocijenta izgleda ovako:
4n’ —n+3 I 3
u S ion 4n’ —n’ +3n M

lim = lim —2£=1 = lim3—/3 = lim —27 =1

n—>+0 1) n—+00 4 n—>+00 4n’ + 8n n n—+oo 8

n _ 4+ —
n n

Prema testu kvocijenta, imamo lim —=A4=1#0 1ibziromda
n—>+w )

Z\zn = 42:l divergira, red divergira.
n

8. Ispitaj konvergentnost reda: 1 +—+ L ot — !
3 10 29 n+2

1 + L + L ot ! Uvedimo usporedbu 1 < L = Z% znamo da

3 10 29 n+2 nw+2 n

konvergira jer je to red potencija sa n =3 > 11 po testu usporedjivanja, z Y
n’ +

konvergira takodjer.

9. Ispitaj Integralnim testom konvergenciju reda Zln_n
n

) ) Inx . . . ) “lnx
Izvrsimo zamjenu f (x) = —= i prema ranijem objasnjenju, izracunajmo I —dx
X

X

J‘ln_x dx =1l mjﬁdx = Rjesenje integrala se moze naci u dijelu neodredjeni integrali

U—>0

= liml‘(lnu)2 - O‘ =

u—wo )

J.ln—xd =1 I—dx =lim

U—>0 U—>0

1(lnx)
1

Integral divergira, pa tako i nas red.

10. Ispitaj testom omjera, konvergenciju reda Z:n“e"”2 .Vidimodajeu, 6 = (n + 1)4 Ly

n=1
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4 () 4 —(n?+2n+1 4 —(n*+2n+1
Cu | |(r+) e )‘ . (n+1) e( ) . (n+1 e( )
lim =lim p— =lim 5 = lim P =
n—>o0 u, n—o nte” ‘ n—>o nte” n—> n e

u + 1 4 + 1 !

. . n on— . n . -
lim == = lim j ez’”:hm( ) Jdime™"" =1-0=0
nool gy n—»o n n—%© n N0

un+l

ul’l

Posto je lim

n—»0

= 0 <1, red konvergira

2241 3*+1 4°+1

11. Testom usporedjivanja, ispitaj konvergenciju reda 1+ + + +...
poTecyivanya, Ispiiay Komvergencl 241 B 4

2+ 2
u, = n3 1 = Red cemo usporediti sa redom n_3 _1 Postavimo limes:
n +1 noon
n’+1
2
3 n{n”+1 2
lim 2oL = i 2L lim¥ = lim 2 - "= Red kojim usporedjujemo je
now Y n—»o l nso  p 4] n—o p° +1
n
g 1 o . N n+ . . .
harmonijski red Z—, koji divergira. Ispitani red e znaci isto tako divergira.
n n
20 2% 2]
12.  Usporedbenim testom ispitaj konvergentnost reda 2 — 5 + FTRE T
( o
o 22 o , ) 2n+1!‘ 2™ (2n-1)!
u, =(~1)" =~—— = Omjer lim |~ = lim ( 21) :hm#
(2n-1)! now | gy | o (—1)“1 27 n0 22 (20 4+1)!
(2n-1)!
.U, ) 4 )
lim|—=| = lim————0 = Red je apsolutno konvergentan.
il gy | 0w (2n41)n

13. Ispitaj konvergentnost reda 1+ 2a +a” +2a’ +a* +2a’..za a =

W |
o
L
Il
|
I

Testom n-tog korjena imamo: lim{/u, =L

n—>x0

22" = Q/§|a| ako je a neparan
lim(/Z:|a|:>lim Yu, zlim@|a|:|a|
W :|a| akojea paran | i i

Za |a| <1 red konvergira a za |a| > 1 red divergira.

l’lun

Za a= % red divergiraizaa = —%, red konvergira.
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14. Za koje vrijednosti od x, zadani red konvergira? in(x—-l
' ’ ' =2"(3n-1)
n n+l n+l
Postavimo sume: u, :M i u,, = (nl+1)(x-l) = (n+11)(x-1)
2" (3n-1) 2" [3(n+1)-1]  2"'(3n+2)
(n+1)(x-1)"+l
L . w2 (3n+2)
Primjenimo testa omjera: lim|——| = lim -
n—w u, n—o© n(x-l)
2"(3n-1)
1 _1n+12n _1 _1n+1 _ln _1
it g (DG 2 @) )™ | e1) (5=1)
el | 2 B 2)n(x-1) | 2 (x-1) | | 2 (x1) |
lim |22 =lim|(x_1)| = |x—1| = Red konvergira za |x—l| <2=x-1=%2
ey n~>00‘ 2 ‘ 2 g —

= n(3-1)
Za x =3 :red izgleda ovako: z . ) =

( L
=2"(3n-1) ; (3n—1)

= Red divergira jer n — ti
clan ne postaje nula

Za x =—1:red izgleda ovako: HZ:: Z"(E;n_—l)l) = g((;;j)—ln) = Red divergira jer n — ti

clan ne postaje nula

Zadani red konvergira samo za |x - 1| <2=>-2< (x — 1) < 2 odnosno -1<x<3

Beskonacni redovi 7



	6. BESKONACNI REDOVI

